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1 導入
有限群スキームにはCartier dualityと呼ばれる，ある双対性が存在する．論文 [A]及び
[AA]において，位数 pnのある有限群スキームのCartier dualityを決定した．これらの事
柄を本要旨において概観したい．
まず，有限群スキームの定義を振り返る．Aを環，M を有限生成 A-射影加群とする．
このとき，p ∈ Spec Aに対し，Mp は Ap-自由加群である．任意の p ∈ Spec Aに対し
て，その自由加群としての階数が定数 nをとるとき，M は階数 nの A-射影加群という．
S = Spec Aをアフィンスキーム，G = Spec Bをアフィン S-群スキームとする．このと
き，Bが階数 nのA-射影加群であるとき，Gを位数 nの有限 S-群スキームという．
ここで有限群スキームの典型的な例を紹介する．Gmを乗法群スキーム，Gaを加法群
スキームとする．
(1) µn = Ker[n : Gm → Gm]
(2) α p = Ker[F : Ga → Ga] (F はフロベニウス自己準同型で正標数の場合)
(3) (Γ)A：constant有限群スキーム
(3)において，Γは有限群であり，座標環はAを環としたときAΓ = {(aγ)γ∈Γ|aγ ∈ A}，演
算はm∗(eγ) =
∑
δµ=γ
eδ ⊗ eµ.で与えられる．(eγはAΓの基底)
有限群スキームGが与えられたとき，そのCartier dual GDは，その座標環の双対加群
を考えHopf代数の構造を付加することにより定義される．
ここでCartier dualの典型的な例を紹介する．
µDn,A ' (Z/nZ)A, αDp,A ' α p,A（Aが正標数の場合）
論文 [A]及び [AA]の目的は，このように明示的に Cartier dualを決定できる，新しい
有限群スキームを与えることにある．
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2 1次元の場合
關口-Oort-諏訪により，加法群スキームGaから乗法群スキームGmへの変形群スキーム
G(λ)が導入されている．論文 [A]において，正標数 pの環上で，G(λ)の位数 plある部分群
スキームが長さ lのWitt vectorsのなす群スキームWl,Aのある部分群スキームのCartier
dualであることを示した．この節においてこれらの事柄を解説する．
まず，変形群スキーム G(λ)の定義を振り返る．Aを環とする．λ ∈ Aに対し，G(λ) =
Spec A[T, 1/(1 + λT )]と置き，以下の射を考える：
α(λ) : G(λ) → Gm,A; x 7→ 1 + λx.
この射 α(λ)が群スキーム準同型になるように G(λ)へ群構造を入れる．このとき群構造は
x · y = x+ y+ λxyによって与えられる．もし λが可逆元であるなら，α(λ)はA-同型射に
なり，λ = 0なら G(λ)は，加法群スキームGa,Aに他ならない．
以下，定理のステートメントを述べるための準備をする．Aを正標数 pの環，λ ∈ Aと
し，lを正整数とする．変形群スキームG(λ)に対し，単位元に沿った完備化を Ĝ(λ)と表す．
以下の射 ψ(l)1 を考える：
ψ
(l)
1 : Ĝ(λ) → Ĝ(λ
pl ); x 7→ xpl .
このとき ψ(l)1 は全射群スキーム準同型となり，さらに
N1,l = Ker ψ
(l)
1 = Spf A[[X]]/(X
pl) = Spec A[X]/(Xp
l
)
であるから，N1,lは G(λ)の位数 plの有限群スキームである．したがって，以下の完全列
を得る:
0→ N1,l → G(λ) → G(λp
l
) → 0.
x 7→ xpl
一方，長さ lのWitt vectorsのなす群スキームWl,Aに対し，F : Wl,A → Wl,AをFrobenius
自己準同型，[λ]を λ ∈ Aの Teichmu¨ller liftingとし，F (λ) = F − [λp−1]とおく．このと
き，主結果１は以下のように述べられる．
定理１
N1,lのCartier dualはKer[F (λ) : Wl,A → Wl,A]と canonicalに同型である．
l = 1の場合については津野祐司氏により，巧妙な計算により，すでに示されていた．
論文 [A]において，この定理を示すために，關口-諏訪により与えられているArtin-Hasse
exponentialの変形及びKer[F (λ) : W (A)→ W (A)]と Ĝ(λ)のある双対性を用いる．次にこ
れらの事実を振り返る．
Artin-Hasse exponentialは以下によって与えられる：
Ep(X) = exp(
∑
r≥0
Xp
r
pr
) ∈ Z(p)[[X]].
2
さらに，Artin-Hasse exponentialの変形は以下によって与えられる：
Ep(U,Λ;X) = (1 + ΛX)
U
Λ
∞∏
k=1
(1 + Λp
k
Xp
k
)
1
pk
((U
Λ
)p
k−(U
Λ
)p
k−1
)
.
このとき，Ep(1, 0;X) = Ep(X)となる．AをZ(p)-代数とする．λ ∈ Aと v = (v0, v1, . . .) ∈
W (A)に対し
Ep(v , λ;X) =
∞∏
k=0
Ep(vk, λ
pk ;Xp
k
)
= (1 + λX)
v0
λ
∞∏
k=1
(1 + λp
k
Xp
k
)
1
pkλp
k Φk−1(F
(λ)v)
.
とおく．さらに形式的べき級数
Fp(v , λ;X,Y ) =
∞∏
k=1
(
(1 + λp
k
Xp
k
)(1 + λp
k
Y p
k
)
1 + λpk(X + Y + λXY )pk
) 1
pkλp
k Φk−1(v)
.
を定義する．Ep(U,Λ;X)や Fp(v , λ;X,Y )は關口-諏訪により，Z(p)上整であることが知
られている．さらに，關口-諏訪により，形式的べき級数Ep(v , λ;X)と Fp(w , λ;X,Y )は
以下の同型対応を引き起こすことが知られている：
Ker[F (λ) : W (A)→ W (A)]→ Hom(Ĝ(λ), Ĝm,A); v 7→ Ep(v , λ;x)
Coker[F (λ) : W (A)→ W (A)]→ H20 (Ĝ(λ), Ĝm,A); w 7→ Fp(w , λ;x, y).
これら形式的べき級数及び上記対応を用いることにより，定理１は示される．
3 2次元の場合
論文 [AA]において，正標数の環上で，加法群スキームから乗法群スキームへの変形群
スキームG(λ)のG(µ)による拡大によって得られる群スキームのある部分群スキームが，長
さ lの Witt vectors Wl,Aの積Wl,A×SpecAWl,Aのある部分群スキームのCartier dualであ
り，その部分群スキームが isogeny Wl,A → Wl,Aとどのように対応しているかを示した．
以下にそれを解説する．
まず，關口-諏訪によって決定された，G(λ)のG(µ)による拡大群スキームを復習する．A
を環とし，λ, µ ∈ Aとする．E (λ,µ;D) = Spec A[X,Y, 1/(1 + λX), 1/D(X) + µY ]とおき，
以下の射を考える：
α(λ,µ) : E (λ,µ;D) → G2m,A; (x, y) 7→ (1 + λx,D(x) + µy).
ここで，G2m,A = Gm,A ×SpecA Gm,Aであり，D(X)はArtin-Hasse exponentialの変形であ
る．α(λ,µ)が群スキーム準同型になるように群構造を E (λ,µ;D)に入れる．この群スキーム
E (λ,µ;D)が G(λ)の G(µ)による拡大を与えている．
3
次に定理のステートメントを述べるための準備をする．Aを正標数 pの環とし，lを正
整数とする．拡大群スキーム E (λ,µ;D)に対し，単位元に沿った完備化を Ê (λ,µ;D)と表す．以
下の射 ψ(l)2 を考える：
ψ
(l)
2 : Ê (λ,µ,D) → Ê (λ
pl ,µp
l
,D′); (x, y) 7→ (xpl , ypl).
このとき ψ(l)2 は全射群スキーム準同型となり，さらに
N2,l = Ker ψ
(l)
2 = Spf A[[X,Y ]]/(X
pl , Y p
l
) = Spec A[X,Y ]/(Xp
l
, Y p
l
)
であるから，N2,lは位数 p2lの有限群スキームとなる．したがって完全列
0→ N2,l → E (λ,µ,D) → E (λp
l
,µp
l
,D′) → 0
(x, y) 7→ (xpl , ypl)
を得る．
一方，U =
(
F (λ) −Tb
0 F (µ)
)
はW 2A = WA ×SpecA WAの自己準同型である．ここで Tb は
關口-諏訪により導入されたWAの自己準同型である．Ul = U |Wl,Aとおく．このとき，主
結果２は以下のように述べられる．
定理２
N2,lのCartier dualはKer[Ul : W 2l,A → W 2l,A]と canonicalに同型となる．
ところで，Kを正標数の完全体とし，Dieudonne´ ringを以下のように定義する：
DK = W (K)[F, V ]/(FV − p, V F − p, Fa − a (p)F, V a (p) − aV, for any a ∈ W (K)).
このとき，同型 DK/DKV l ' Hom(Wl,K ,Wl,K)が存在する．この見方において N2,l が
Dieudonne´ ringのどのような元から来るのか，ということに興味がある．すでに，F−[λp−1]
がN1,lのCartier dualであることを見た．このことに対する答えは以下の通りである．
定理３
正標数 pの環Aを適当に拡大し，E (λ,µ,D)をうまく選ぶと次の同型が存在する：
Ker[Ul : W
2
l,A → W 2l,A]
' Ker[F 2 − ([µp−1] + [λp(p−1)])F + [(λµ)p−1] : Wl,A → Wl,A].
定理２及び定理３は安岐信朋氏との共同研究の結果である．
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